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Régime forcé conservatif

Le régime forcée harmonique est le comportement de |'oscillateur
élémentaire soumis a l'action d’une force extérieure harmonique pure

'équation du mouvement est la forme

mii(t) + cu(t) + ku(t) = pysinwt

La solution de cette équation estla somme de la solution
complémentaire u.(t) de I'équation homogéene avec p(t) =0 etdela
solution particuliere de I'équation non homogeéene, donc liée a la charge
p(t) soit

u(t) = Uc (t) + up(t)



Régime forcé conservatif

Le régime forcé est conservatif quand c=0. L'équation du mouvement devient :

mii(t) + ku(t) = pysinwt

La solution complémentaire est la réponse en régime conservatif libre
u.(t) = Acoswt + Bsinwt

Cherchons une solution particuliere de la forme

u,(t) = Csinwt

Nous supposons donc que le mouvement est harmonique, de méme fréquence
gue la force extérieure harmonique et en phase avec elle.

De plus, nous supposons que la pulsation naturelle du systeme w n’est pas
présenté dans I'expression de la solution particuliere.

i, (t) = —@*Csinwt



Régime forcé conservatif

u,(t) = Csinw

i, (t) = —w*Csinwt
mii(t) + ku(t) = pysinwt

—ma?Csinwt + kCsinwt = pysinwt

Po Po 1 Po 1

k — maw? ma? >

C’ —_
k
k) (=52

k(l—

: K e : .
Dans laguelle on a tenu compte du fait que w? = — Définissons la pulsation relative

p =

Ol IS

po 1

C= 1o




Régime forcé conservatif



Régime forcé conservatif

La solution générale de I'équation s’écrit

1
u(t) = A coswt + B sinwt + Po sinwt

Et la vitesse s'obtient par dérivation de k1-p2

: . _bo 1

u(t) = —wA sinwt + wB coswt + w—

Pour des conditions initiale =t = 0 au repos, c’est-a-dire u(0) = 0etu(0) =0
on déduit les constantes d’intégration A et B

coswt

. \ . k\1-p?
La solution complete devient
u(t) = Po ! (sinwt — Bsinwt) B+ 1
k \1—p2
Oou
1 _ . :

(1—ﬁ2) = amplitude dynamique

% = U0 = déplacement da a 'amplification statique de la force p,

sinwt = composante du déplacement total ayant |la fréquence de la charge

appliquée, appelée aussi régime forcé harmonique
fsinwt = composante du déplacement total ayant la fréquence naturelle du
systeme, appelée aussi régime libre transitoire



Régime forcé conservatif

Po 1 . .
u(t) = ?<1 — '32> (sinwt — fsinwt) L #1
R(t) = (1_15,2) (sinwt — Bsinwt) B # 1

Pour 8 = 1,R(t) = %. On peut cependant calculer le déplacement u(t) par la régle de I’'Hospital

lim @ = lim [ ()
x>ag(x)  x-ag'(x)

Donc, apres avoir remplacé w par fw , nous obtenons

lim R(¢) = i wtcospwt —sinwt| 1 . . .
31£n1 = Bl_f)l} =27 =3 (sinwt — wtcoswt)




Régime forcé conservatif
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Figure 4.5, Variation du focteur de réponse dymamigue R(t) en fonction du
n,nd(a résonance



Régime forcé dissipatif

ii(t) + 28w (t) + w?u(t) = %Sinat

Dont la solution complémentaire est la réponse en régime dissipatif libre de

I’équation homogene sans second membre

u.(t) = e 9t (Acoswpt + Bsinwpt)

. Nous cherchons une solution particuliere de la forme

Uy (t) = Gicoswt + Gysinwt
Ou il est nécessaire d’avoir deux constantes d’intégration parce que, dans le

cas d’un systeme amorti, il a en général deux inconnues, 'amplitude et
I'angle de phase. La vitesse est obtenue par dérivation

Uy (t) = —0G;sinwt + wWG,coswt

Et I'accélération s’exprime
il (t) = —@*Gicost — W G,sinkt

(—@02Gy + G,w(2éw) + Gyw?)coswt + (—G,0% — GLw(2éw) + Gyw?)sinwt =
%Sinat



Régime forcé dissipatif

Par identification des termes en sinwt et coswt on obtient les deux équations

suivantes :
(Gy(w? — @%) — Giw(2¢w))sinwt = %Sina_)t

(G1(w? — @?) + G, (28w))coswt = 0
D’ou on obtient les constantes G; et G,

_Po —28p c. —Po 1-p
k(1= 22+ (286)? Tk (1= BD%+ (28B)?

La solution compléete est la somme de la solution complémentaire et
de la solution particuliere et est donnée par:

Gy

— ,—¢wt : Do 1 P2\ it —
u(t) =e (Acoswpt + Bsinwpt) + « 172+ (225)° ((1 — B*)sinwt — 2éBcoswt)

Ou le premier terme correspond au régime transitoire qui disparait
rapidement a cause du terme e~$9t ot le deuxiéme terme correspond au
régime libre permanent. Les constantes A et B de |a partie transitoire de la
réponse totale peuvent étre évaluées pour des conditions initiales données.



Régime forcé dissipatif

Soient u(0) et 1(0) le déplacement initial et la vitesse initiale, les constantes A et B valent :

_Po —2§p _Po @ 28°B—B(1-p*)  u+u(0)wd
= - O P a, - T w

A

On ne s’intéressera dans le reste de cette partie qu’a la partie permanente de |la

réponse apres disparition des termes transitoires due a 'amortissement du systeme.
La réponse permanente s’écrit :

— ,—¢wt : Do 1 P2\ ein _
u(t) =e (Acoswpt + Bsinwpt) + L B2+ 228) ((1 — B*)sinwt — 2ELBcoswt)
1 o _
u,(t) = %(1—32)“(263)2 ((1 — B?)sinwt — 2éBcoswt)




Régime forcé dissipatif

1
up(0) = gy ¢

(1 — B?)sinwt — 2§Bcost)

p_o 1
ke \J(1 = B2)2+(28B)?

Ug =

Et 'angle de phase est le retard de la réponse par rapport a la force appliquée

-t (2) = o (2
6 = tan (Gz tan D)

u(t) = ugsin(wt — 0)

1

p(t) = pysinwt —
J(@-B2)2+(28B)2

P,
U(t) = _Sln(a)t — 9) Umax =D—



Régime forcé dissipatif

Regardons les deux parametres D et 6

1 2P
D= = -1
Ja-BDZ+2E6)? 0 =tan ((1 - ,82)>
: ) P Py
D est le facteur dynamique d’amplification Unax =D m

0 est le déphasage de |la réponse des déplacements au chargement

Ces termes dépendent de € et
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Régime forcé dissipati
g f dissipatif
Régime permanent du a une force cosinus
L'équation du mouvement de l'oscillateur en régime forcé dissipatif est la suivante :
() + 280u(t) + w2u(t) = %coscﬁt
La solution particuliere est similaire a 'équation
U, (t) = Gysinwt + Gycoswt

Et les constantes sont

. _Po 280 o _Po_ 1-F
LTk A=B2)2+28p)2 k(1 —-B2)2+(2¢B)?
u(t) =2 ! (2&Bsindt + (1 — B2)coswt)

k (1-B?)*+(2§p)?

La réponse permanente peut aussi s’exprimer

u(t) = ugcos(wt — 9)

14 1
Dans laquelle uy et 8 sont donnés paruy = Po et

o k (1-B%)2+(28B)?
- 2
6 = tan™? (—(1_5,2))




